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Semdntica de un lenguaje de primer orden

Interpretaciones

Una interpretacién T es un par (D, ) tal que D es un conjunto no vacio (el
dominio del universo) e | asigna elementos del dominio'y funciones a los simbolos
@ constantes: /(a) =d € D
@ variables: I(x)=d € D
e funciones: /(f/n)=F : D" — D
o I(f(tr, ... tn)) = F(I(tr), ..., I(tn)) = F(ch,...,dn) € D
e predicados: I(p/n) =P : D" — {v,f}
o 1(p(t1, ey tn)) = P(I(t1), ey I(tn)) = P(dh, .., dn) € {v,F}

I¥° una interpretacién asigna un elemento de D a cada término, y un valor de
verdad a cada predicado aplicado a términos

@ P es una relacion R con aridad n: P(dy, ..., d,) = v sii (di,....,ds) ER
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Semdntica de un lenguaje de primer orden

Evaluacién de una férmula

Asignacién de un valor de verdad a la férmula, segtn:

@ la interpretacion dada de constantes, funciones y predicados

@ las reglas para la evaluacién (vease también las tablas de verdad)

I(=F) = sii I(F) =

I(F A G):v sii I[(F)=1(G)=v

I(FVG)=f sii I(F)=1(G)=f

I(F— G)=f si I(F)=vand/(G)=f

I(F— G)=v sii I(F)=1(G)

I(VxF(x)) =v sii I((VxF){x/c}y) =v * para toda constante ¢
I(3xF(x)) =v sii  I((IxF){x/c}3) = v * para al menos una constante ¢

*

necesitamos al menos un simbolo de constante para cada elemento de D

@ una interpretacién se puede denotar con / (en lugar de 7) si estd claro de
qué dominio estamos hablando

D. Zanardini (damiano@fi.upm.es) 6gi Curso Ac. 2010/2011



Semdntica de un lenguaje de primer orden

Ejemplo: Vx(m(a, x) A p(x)) — Vyq(s(y))
@ primera interpretacién: D = {0,1,2,3, ..}

I(a) =0

I(s(x)) = S(I(x)) = el sucesor de /(x)

p(x) significa que x es par

q(x) significa que x es impar

m(x,y) significa que x < y

@ 7 evalta la férmula a ...
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Semdntica de un lenguaje de primer orden

Ejemplo: Vx(m(a, x) A p(x)) — Vyq(s(y))

@ segunda interpretacién: D = % ,g%, i% ,1(a) = %
B3| @

[

—
X

~—

2
8

3
<

<
SN
<

=

Tl
6|,

L

|6 el

@ yestonosda ...

D. Zanardini (damiano@fi.upm.es) Curso Ac. 2010,/2011



Semdntica de un lenguaje de primer orden

Una interpretacién Z = (D, I) satisface una férmula F sobre D sii I(F) =v
(también escrito como Z(F) = v). En este caso, Z es un modelo de F
o F es satisfacible (escrito SAT(F)) sii tiene al menos un modelo
o F es insatisfacible (escrito INSAT(F)) sii no tiene modelos
e es decir, todas las interpretaciones son contramodelos
@ F es vdlida (escrito VAL(F)) sii todas las interpretaciones son modelos
o esto se escribe = F, y es equivalente a decir INSAT (—F)
Con un conjunto de férmulas {Fy, .., F,}:
e (D, ) satisface {F1, .., F,} sii I(F;) = v sobre D para todo i
o {Fi,.., F,} es satisfacible sii existe tal interpretacién

Ejemplo: Vx(m(a, x) A p(x)) — Vyq(s(y))

@ esta férmula es satisfacible pero no valida
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Consecuencia légica

Consecuencia légica

Dado un conjunto de férmulas I' = {Fy, .., F,} y una férmula G sobre el mismo
lenguaje, G es consecuencia I6gica de T (escrito I' = G) sii toda interpretacién
que satisface a ' también satisface a G, o, alternativamente, no hay ninguna
interpretacion que satisfaga a ' y que no satisfaga a G

Importante (teorema de deduccién)

{(F,wF}YEG si EFA.AFR)—G
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Consecuencia légica

Ejemplo: {Ixp(x), Ixq(x)} = Ix(p(x) A q(x))
o D={1,2,3,4,.}
@ p(x): x es par
@ g(x): x es impar
Se puede ver facilmente que esta interpretacién satisface las dos premisas (hay

ndmeros pares y hay niimeros impares) pero no la conclusién (ningtin nimero es a
la vez par e impar)

I(3xp(x)) =v 1(3xq(x)) =v 13Ex(p(x) Aa(x))) = f

Entonces, esta deduccidn es incorrecta

Ejemplo: {3xp(x), Ixq(x)} = Ix(p(x) ' q(x))

@ esta deduccidn es correcta (o vdlida, véase unas trasparencias mds arriba)
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Semdntica y cierres

Cierre universal

o F es consecuencia logica de Cierrey(F)

o es decir, el cierre tiene “menos” modelos
o es decir, Cierrey(F) — F es vélida

o Cierrey(F) es vdlida sii F lo es

Cierre existencial

o Cierres(F) es consecuencia Iogica de F

o es decir, el cierre tiene “mds’ modelos
o es decir, F — Cierres(F) es valida

o Cierre3(F) es satisfacible sii F lo es

o es decir, Cierres(F) es insatisfacible sii F lo es
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Semdntica y sustituciones

Aplicacién universal

@ dadas F y «, la aplicacién universal de o a F es consecuencia ldgica de F
e es decir, todos los modelos de F son modelos de Fay

vy

Aplicacién existencial

@ dadas F y «, F es consecuencia légica de la aplicacidn existencial de « a F
e es decir, todos los modelos de Fas son modelos de F

IxJypadre(x, y) VxVy3zsuma(x,y, z)
Jypadre(a, y) Vx3zsuma(x, b, z)
padre(a, b) Izsuma(a, b, z)
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